I SISTEMI OMOGENEI ED ALTRI SISTEMI PARTICOLARI DI QUARTO GRADO
Che cos’è un sistema omogeneo?

È un sistema formato da equazioni omogenee.

E che cos’è un’equazione omogenea?

Un’equazione omogenea è un’equazione costituita da un polinomio omogeneo uguagliato a zero, cioè del tipo 
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 tutti i monomi contenuti nel polinomio omogeneo devono essere dello stesso grado, nell’esempio sono di secondo grado).

Qui di seguito studieremo la risoluzione dei sistemi omogenei di due equazioni in due incognite di quarto grado del tipo:
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 Prima di tutto dobbiamo distinguere tre casi:

1) d=0 e d’=0 (i termini noti entrambi nulli)
2) d=0 e d’≠0 (o d≠0 e d’=0, cioè solo un termine noto nullo)
3) d≠0 e d’≠0 ( termini noti non nulli).
PRIMO CASO
Analizziamo il primo caso d=0 e d’=0: il sistema è del tipo 
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ossia formato da due equazioni di II grado omogenee.
Risolviamo il sistema 
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Notiamo che la coppia (0;0) è soluzione del sistema ( perché soddisfa entrambe le equazioni); per cercare le altre soluzioni (se esistono) si ricorre all’uso di un’incognita ausiliaria t dove 
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con x≠0 (possiamo scartare il valore x=0 perchè la soluzione nulla l’abbiamo già trovata!) e operiamo la sostituzione y=tx: il sistema
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 diventa 
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. Si raccoglie ora la x2 in entrambe le equazioni e si ha 
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. Si dividono entrambe le equazioni per x2 (lo possiamo fare perché x è diverso da zero): 
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. Si ottengono due equazioni di II grado con l’incognita t che risolviamo singolarmente 
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Si prendono le soluzioni comuni che in questo caso ce ne solo una ed è t=2 (ricordiamoci che stiamo risolvendo un sistema e che quindi servono solo le soluzioni comuni alle equazioni del sistema) e sostituiamo tale valore in y=tx che diventa y=2x.
Le soluzioni del sistema sono del tipo (α; 2α) per ogni 
[image: image11.wmf].

Â

Î

a


Riassumendo: per risolvere un sistema omogeneo del tipo
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a) si ricorre all’uso di un’incognita ausiliaria t dove 
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b) Si sostituisce y=tx in entrambe le equazioni
c) Si raccoglie x2 in entrambe le equazioni 
d) Si dividono entrambe le equazioni per x2 
e) Si risolvono le due equazioni di II grado con l’incognita t
f) Si prendono le soluzioni comuni t1, t2, ecc.
Si sostituiscono tali valori in y=tx e otteniamo le soluzioni del tipo (α; tiα) per ogni 
[image: image14.wmf].
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SECONDO CASO
Analizziamo il primo caso d=0 e d’≠0: il sistema è del tipo 
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ossia formato da due equazioni di II grado di cui una sola omogenea.
Risolviamo il sistema 
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La coppia (0;0) non è soluzione del sistema (perché soddisfa solo la prima equazione); anche in questo caso per cercare le soluzioni (se esistono) si ricorre all’uso di un’incognita ausiliaria t dove 
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 con x≠0 cioè ricorriamo alla sostituzione y=tx: perciò il sistema 
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. Si raccoglie ora la x2 in entrambe le equazioni e si ha 
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. Si divide la prima equazione per x2, mentre dalla seconda si ricava x2 : 
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.Ordiniamo la prima equazione (in questo caso abbiamo anche cambiato il segno)
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 e risolviamo l’equazione di II grado con l’incognita t
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 da cui le soluzioni 
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Si sostituiscono i valori trovati nella seconda equazione e si hanno i seguenti sistemi 
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Da questi sistemi ricaviamo i valori della x:
dal sistema 
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dal sistema si ha che
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Per ricavare i valori della y dobbiamo tenere presente la sostituzione iniziale y=tx per cui si hanno le seguenti soluzioni del sistema iniziale 

per t=5 e x=2 si ha che y=5(2)=10 e quindi la soluzione (2;10) 
per t=5 e x=-2 si ha che y=5(-2)=-10 e quindi la soluzione (-2;-10) 
per t=-1 e x=2 si ha che y=-1(2)=-2 e quindi la soluzione (2;-2)

per t=-1 e x=-2 si ha che y=-1(-2)=2 e quindi la soluzione (-2;2).
 Riassumendo: per risolvere un sistema del tipo
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a) Si ricorre all’uso di un’incognita ausiliaria t dove 
[image: image35.wmf]x
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b) Si sostituisce y=tx in entrambe le equazioni

c) Si raccoglie la x2 in entrambe le equazioni 
d) Si divide la prima equazione per x2 e si risolve rispetto a t, mentre dalla seconda si ricava x2 in funzione di t. 

e) Si ricava x2 in base ai valori trovati di t 
f) Si ricavano i valori di y sostituendo i corrispondenti valori t e x nella y=tx. 
TERZO CASO
Analizziamo il primo caso d≠0 e d’≠0: il sistema è del tipo 
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ossia formato da due equazioni costituite da polinomi omogenei di II grado uguagliati a termini noti non nulli. Sostanzialmente questi sistemi si risolvono trasformandoli in sistemi equivalenti uguali a quelli del secondo caso; otteniamo questa trasformazione moltiplicando le due equazioni per dei numeri opportunamente scelti in modo che un termine noto diventi uguale a zero (come il metodo di riduzione!).
Vediamo con un esempio svolto
Risolviamo il sistema 
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 Poiché il m.c.m.(10;6) è 30 moltiplichiamo la prima equazione per 3 e la seconda per -5 
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. Sommando le due equazioni si ha 
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e il sistema si trasforma in
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 che risolviamo seguendo il procedimento dei sistemi del secondo caso.
Ricorrendo all’incognita ausiliaria t dove 
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con x≠0 sostituiamo y= tx nelle due equazioni: perciò il sistema 
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. Raccogliamo la x2 in entrambe le equazioni e si ha 
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. Dividiamo la prima equazione per x2, mentre dalla seconda si ricava x2 in funzione di t : 
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. Ordiniamo la prima equazione e cambiamo di segno 
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; risolviamo l’equazione di II grado con l’incognita t: 
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Sostituiamo i valori di t trovati nella seconda equazione e si hanno i seguenti sistemi 
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Ricaviamo i valori della x:
dal sistema 
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ï

î

ï

ï

í

ì

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=

4

11

17

6

11

17

2

6

11

17

2

2

1

x

t

si ha che 
[image: image54.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

+

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=

4

11

102

121

289

2

6

11

17

2

1

x

t

 da cui
[image: image55.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

-

=

+

-

=

=

60

726

121

484

1122

578

6

11

17

2

1

x

t

 che non dà soluzioni perché la seconda equazione è impossibile. 
dal sistema 
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 e quindi si hanno due valori di x
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Ricaviamo i valori della y tenendo presente la sostituzione iniziale y=tx ed otteniamo così le seguenti soluzioni del sistema iniziale 
per t=1/2 e x=2 si ha che y=1/2(2)=1e quindi la soluzione (2;1) 
per t=1/2 e x=-2 si ha che y=1/2(-2)=-1e quindi la soluzione (-2;-1)
Riassumendo un sistema del tipo
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 si risolve trasformandolo in un sistema del secondo caso.
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