Sistemi lineari di tre equazioni e in tre incognite
Un sistema si dice lineare, quando le equazioni in esso contenute sono tutte di I grado, così anche il sistema è di I grado. (Ricordiamo che il grado di un sistema è uguale al prodotto dei gradi nelle equazioni in esso contenute).
I sistemi lineari di tre equazioni e tre incognite sono del tipo: 
[image: image1.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

+

=

+

+

=

+

+

3

3

,

3

2

,

3

1

,

3

2

3

,

2

2

,

2

1

,

2

1

3

,

1

2

,

1

1

,

1

b

z

a

y

a

x

a

b

z

a

y

a

x

a

b

z

a

y

a

x

a

, dove i termini ai,j sono i coefficienti delle incognite (possono essere numeri reali negativi, positivi o nulli) e bi sono i termini noti.
Se tutti i termini noti sono nulli, il sistema si dice omogeneo. 
Esempio: 
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 a1,1=1, a1,2=1, a1,3=1, a2,1=2, a2,2=-1, a2,3=1, a3,1=1, a3,2=2, a3,3=-2, b1=1, b2=5, b3=6. 
Risolvere un sistema significa trovare un valore numerico per ciascuna incognita, in modo che tutte le uguaglianze siano soddisfatte.
Per risolvere questo tipo di sistemi possiamo usare il metodo di sostituzione, il metodo del confronto, il metodo di riduzione e infine il metodo di Cramer. (Nota: per non appesantire troppo questa trattazione,  dedicherò al metodo di Cramer un altro articolo, perchè richiede delle nozioni di Algebra Lineare).
I) Risolvere con il metodo di sostituzione il seguente sistema seguendo le indicazioni date: 
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a) ricavare, per esempio, dalla prima equazione la x (si può anche ricavare la y, oppure la z; si può iniziare dalla seconda equazione o dalla terza, il procedimento è lo stesso ): 
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b) sostituire ciò (l’espressione) che è uguale alla x al posto della x nella II equazione e nella III: 
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;
c) eseguire i calcoli per togliere le parentesi e sommare i termini simili: 
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 da cui
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 e cambiando di segno alla seconda equazione si ha:
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. Notiamo che, dopo la prima sostituzione, le altre due equazioni sono due equazioni in due incognite. 

d) ripetiamo il procedimento fin qui eseguito, ricavando, per esempio, la y dalla terza equazione e si ha: 
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 e) sostituiamo quello che abbiamo ricavato per la y al posto della y nella II equazione (che è quella che fin adesso non avevamo utilizzato per ricavare le incognite): 
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. Adesso la II equazione è un’equazione di I grado con una sola incognita, in questo caso z, che risolviamo come una normale equazione. 
f) risolviamo la II equazione e ricaviamo il valore di z: 
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e infine 
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g) sostituire il valore di z così trovato nella prima e nella terza equazione:
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h) ora dalla terza equazione possiamo ricavare la y: 
[image: image15.wmf]ï
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i) sostituiamo il valore di y così trovato nella I equazione: 
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l) eseguendo i calcoli, ricaviamo dalla I equazione il valore di x: 
[image: image17.wmf].
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Abbiamo finito, perché si ha un valore numerico per ogni incognita, e la soluzione si scrive 
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(cioè si scrive sempre il valore di x al primo numero, il valore di y al secondo numero ed il valore di z al terzo numero.
In breve

Metodo di sostituzione: risolvere una delle due equazioni rispetto ad una incognita e sostituire l’espressione trovata nell’altre equazioni. Ripetere il procedimento fino ad ottenere un’equazione in una sola incognita. Sostituire i valori numerici man mano trovati fino a ricavare un valore per ciascuna incognita.
Precisiamo che, dopo la prima sostituzione si hanno due equazioni in due incognite che sono considerate come un sistema di due equazioni in due incognite; a questo punto possiamo anche usare un altro metodo, più comodo, per risolvere questo nuovo sistema.

II) Risolvere con il metodo del confronto lo stesso sistema seguendo le indicazioni date:
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a) ricavare da due equazioni la stessa incognita, ad esempio la z, (ma si poteva scegliere anche un’altra incognita) dalla prima e dalla seconda equazione (si potevano scegliere anche le altre equazioni): 
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b) uguagliare i secondi membri delle prime due equazioni, e sostituire il secondo membro della prima equazione nella terza al posto della z (si poteva anche scegliere II membro della seconda equazione): 
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c) ridurre in forma normale la II e la III equazione (sommando i termini simili e spostando le incognite allo stesso membro) 
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. Notiamo che le ultime due equazioni sono due equazioni in due incognite. 

d) riusiamo il confronto, (ma si poteva scegliere anche un altro metodo) per ricavare la y dalla seconda e dalla terza equazione: 
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e) uguagliamo i secondi membri delle ultime due equazioni e otteniamo un’equazione in una sola incognita: 
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f) risolviamo l’ultima equazione e ricaviamo il valore di x: 
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da cui 
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e infine abbiamo il valore di x: 
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.
g) sostituiamo il valore di x nella seconda equazione e ricaviamo il valore di y: 
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h) sostituiamo i valori di x e y nella I equazione e ricaviamo il valore di z: 
[image: image29.wmf].
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Avendo ora un valore numerico per ogni incognita, abbiamo finito e la soluzione è che 
[image: image30.wmf].
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In breve

Metodo del confronto: esplicitare (ricavare) due equazioni rispetto alla stessa incognita e uguagliare poi le espressioni così ottenute, e si ha un’equazione in due incognite, e sostituire contemporaneamente uno dei secondi membri dell’equazioni esplicitate nell’equazione non usata al primo passaggio.
Risolvere poi le equazioni rimaste con due incognite, (che formano diciamo, un sistema di due equazioni in due incognite) di nuovo con il confronto, ma si può usare anche un metodo più comodo.
III) Risolvere con il metodo di riduzione lo stesso sistema seguendo le indicazioni date:
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a) visto che i coefficienti di x nella I e nella III equazione sono uguali, sottraiamo la III equazione alla I, e scriviamo il risultato ( cioè la differenza tra la I e la III equazione) al posto della terza equazione, (si potevano considerare anche i coefficienti della z o della y nella I e II equazione) e si ha: 
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da cui 
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b) cerchiamo di togliere la x da un’altra equazione. Per fare ciò moltiplichiamo la I equazione per due 
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e sottraiamo la II equazione alla I e scriviamo il risultato al posto della I equazione (potevamo anche sottrarre la I alla II o scrivere il risultato al posto della I equazione) e si ha 
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 da cui 
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. Notiamo che la I e la III equazione formano un sistema di due equazioni con due incognite, che possiamo risolvere in vario modo, ma riusiamo il metodo di riduzione. 

c) moltiplichiamo l’ultima equazione per 3, e scriviamo la somma della I e III equazione al posto della terza e si ha: 
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da cui 
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d)  dall’ultima equazione possiamo ricavare il valore di z: 
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.
e) sostituiamo questo valore nelle altre equazioni. Sostituendo il valore di z nella I equazione ci ricaviamo la y 
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 e ancora 
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f) sostituiamo il valore di y nella II equazione e possiamo ricavare la x
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 infine 
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 Poiché abbiamo ora un valore numerico per ogni incognita, abbiamo finito e la soluzione è che 
[image: image47.wmf].
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In breve :

Metodo della riduzione: moltiplicare ambo i membri delle due equazioni per due numeri in modo da rendere uguali od opposti i coefficienti di una delle incognite; e in seguito sommare o sottrarre membro a membro le due equazioni ottenute in modo da avere un’equazione nelle altre incognite. Con lo stesso procedimento si elimina l’incognita scelta anche in un’altra equazione, in modo da avere due equazioni in due incognite. Ora questo nuovo sistema di due equazioni in due incognite si può risolvere usando i vari metodi o ripetere il metodo di riduzione.

Come facciamo a vedere se la soluzione trovata è giusta?

Per verificare se la soluzione sia giusta, (se abbiamo fatto bene, se non abbiamo fatto errori di calcolo o di procedimento …) dobbiamo sostituire nel sistema a ciascuna incognita il valore trovato per essa, e testare se le tre uguaglianze siano soddisfatte contemporaneamente.

Esempio: Nel sistema risolto in precedenza 
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 sostituiamo alla x il valore 16/5, alla y il valore (-2/5) e alla z il valore - 9/5 e si ha 
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. Eseguendo tutti i calcoli ai primi membri si ha 
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 ed infine si hanno le tre uguaglianze
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Per finire 
Precisiamo che i sistemi di tre equazioni in tre incognite sono determinati quando hanno soluzione, impossibili quando non hanno soluzione e indeterminati quando ammettono infinite soluzioni. 

Come riconoscerli? Possiamo riconoscerli, mentre risolviamo il sistema:  se otteniamo un’equazione impossibile allora tutto il sistema è impossibile, se otteniamo un’equazione indeterminata allora tutto il sistema è indeterminato, se otteniamo una terna di numeri allora il sistema è determinato.
(Altrimenti dobbiamo studiare il metodo di Cramer).
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