Relazioni tra i coefficienti di un’equazione di II grado e le soluzioni
- Somma e prodotto delle soluzioni

Consideriamo un’equazione del tipo ax2+bx+c=0, che è un’equazione di secondo grado completa ridotta in forma normale; dove a è il coefficiente di x2, b è il coefficiente di x e c è il termine noto; a, b, c sono numeri sia positivi sia negativi e si vedono subito dall’esercizio.
Si dice completa perché presenta sia a, sia b, sia c, in altre parole presenta tre termini: il termine quadratico ax2, il termine di primo grado bx e il termine noto.
Abbiamo visto in un altro paragrafo (“Equazioni di II grado complete”) che per risolvere un’equazione completa dobbiamo calcolare il ( con la seguente formula: ( = b2-4ac (ossia si sostituiscono ad a, b, c i valori che hanno nell’equazione). Si possono avere tre casi: il ∆ può essere un numero positivo, uguale a zero (nullo) o negativo.

Se il ( è un numero non negativo, allora le soluzioni si calcolano con la formula risolutiva: 
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Sommando le due soluzioni x1+x2 si ha: 
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, ossia 
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 , cioè si ha la seguente regola:

la somma s delle radici di un’equazione di II grado con il discriminante non negativo è uguale al rapporto, cambiato di segno, fra il coefficiente di x (b) e il coefficiente di x2 (a): 
[image: image6.wmf].
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Moltiplichiamo ora le due soluzioni x1∙x2 e otteniamo che 
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 ossia 
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, cioè si ha la seguente regola: il prodotto p delle radici di un’equazione di II grado con il discriminante non negativo è uguale al rapporto fra il termine noto (c) e il coefficiente di x2 (a): 
[image: image9.wmf].
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Queste due regole ci permettono, data un’equazione di II grado, di calcolare immediatamente la somma e il prodotto delle radici, senza risolvere l’equazione; inoltre queste formule saranno usate tantissimo negli esercizi sulle equazioni di II grado parametriche e in altri problemi riguardanti le equazioni di II grado. 
ESEMPI
a) Calcolare la somma e il prodotto delle soluzioni della seguente equazione di II grado x2-5x+6=0.
Osserviamo dal testo dell’esercizio che a =1 b=-5 c =6 quindi ( = (-5)2-4(1(6= 25-24=1>0 per cui possiamo applicare le formule viste prima sostituendo ad a, b, c, i valori che rispettivamente hanno nell’esercizio, si ha 
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b) Calcolare la somma e il prodotto delle soluzioni dell’equazione x2+4x+4=0.
Vediamo che a =1 b=+4 c =4 il (= (4)2-4(1(4= 16-16=0, quindi 
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Problemi vari

- Data l’equazione 2x2+3x+1, sapendo che una soluzione è x=-1/2 trovare l’altra.

Svolgimento

Poiché la somma delle soluzioni è 
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 e una soluzione è x=-1/2, l’altra la ricaviamo togliendo la soluzione nota dalla somma, quindi 
[image: image15.wmf].
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- Data l’equazione x2-5x+6, calcolare la somma dei quadrati delle soluzioni senza risolverla.
Svolgimento
Poiché 
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, possiamo scrivere che 
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 e considerando che 
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si ha 
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Si può anche risolvere il problema inverso: dati due numeri, trovare l’equazione di II grado che abbia come soluzioni proprio questi due numeri.
- Dati i numeri 4,3 trovare l’equazione di II grado che ammetta come soluzioni tali numeri.

Svolgimento

Poiché i due numeri dati devono essere le soluzioni, li sommiamo ottenendo  s=4+3, e li moltiplichiamo ottenendo p = 4∙3=12, poiché 
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Ponendo a=1 (*) ricaviamo b=-7 e c=12, quindi l’equazione di II grado che ha come soluzioni 3,4, è x2-7x+12.

(*) Precisazione

Un’equazione di II grado con a =1 è del tipo x2+bx+c=0. In tal caso la possiamo scrivere anche come x2-sx+p=0.
- Regola di Cartesio
La regola di Cartesio è una regola che ci permette di determinare il segno delle soluzioni di un’equazione di secondo grado osservando il segno dei coefficienti a, b, c, senza risolverla.
Iniziamo a vedere come possono essere i segni dei coefficienti.
Supponiamo che a sia sempre positivo, (altrimenti cambiamo segno a tutti i termini) si ha che 

	a
	b
	c
	
	
	X1
	X2

	+
	+
	+
	Tutti positivi
	2 permanenze
	-
	-

	+
	-
	+
	a,c, positivi e b negativo
	2 variazioni  
	+
	+

	+
	-
	-
	a positivo e b,c, negativi
	variazione permanenza
	+
	-

	+
	+
	-
	a,b positivi e c negativo
	permanenza variazione
	-
	+


In generale: quando due termini vicini hanno lo stesso segno, quindi sono concordi, si dice che c’è una permanenza, se due termini vicini hanno segno diverso, cioè sono discordi, si dice che c’è una variazione.

Analizziamo ora ognuno dei quattro casi
I caso) a, b, c concordi, ossia ci sono 2 permanenze. Se a, b sono concordi la somma delle soluzioni 
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è negativa, mentre se a,c sono concordi il prodotto 
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è positivo. Se il prodotto è positivo, le soluzioni hanno lo stesso segno, quindi sono entrambe negative o positive, ma poiché la loro somma è negativa, le soluzioni sono entrambe negative. 
II caso) a, c concordi, b discorde con a e c, ossia ci sono 2 variazioni. Se a, b sono discordi la somma delle soluzioni 
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è positiva, mentre se a, c sono concordi il prodotto 
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è positivo. Se il prodotto è positivo, le soluzioni hanno lo stesso segno, quindi sono entrambe negative o positive, ma poiché la loro somma è positiva, le soluzioni sono entrambe positive. 
III caso) b, c concordi, ma discordi con a, ossia ci sono una variazione e una permanenza (e la variazione precede la permanenza). Se a, b sono discordi la somma delle soluzioni 
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è positiva, mentre se a, c sono discordi il prodotto 
[image: image31.wmf]a

c

p

=

è negativo. Se il prodotto è negativo le soluzioni hanno segno diverso, quindi sono una negativa e l’altra positiva, ma poiché la loro somma è positiva, la soluzione positiva è maggiore, in valore assoluto, della negativa.
IV caso) a, b concordi, ma discordi con c, ossia ci sono una permanenza e una variazione (e la permanenza precede la variazione). Se a, b sono concordi la somma delle soluzioni 
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 è negativa, mentre se a, c sono discordi il prodotto 
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è negativo. Se il prodotto è negativo le soluzioni hanno segno diverso, quindi sono una negativa e l’altra positiva, ma poiché la loro somma è negativa, la soluzione negativa è maggiore, in valore assoluto, della positiva.

ESEMPIO
Stabiliamo il segno delle soluzioni delle seguenti equazioni:
a) x2+7x+152
b) x2-7x+12

c) x2-x-12 

d) x2+x-12
a) x2+7x+12: siamo in presenza di a=+1, b=+7, c=+12, tutti concordi, abbiamo 2 permanenze, quindi le soluzioni saranno entrambe negative.

Prova: 
[image: image34.wmf],

2

1

7

2

48

49

7

2

2

,

1

±

-

=

-

±

-

=

D

±

-

=

a

b

x

da cui 
[image: image35.wmf]3

2

1

7

1

-

=

+

-

=

x

 e 
[image: image36.wmf].

4

2

1

7

2

-

=

-

-

=

x


b) x2-7x+12: siamo in presenza di a=+1, b=-7,c=+12, a, c concordi e b discorde, abbiamo 2 variazioni, quindi le soluzioni saranno entrambe positive.

Prova: 
[image: image37.wmf],
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c) x2-x-12: siamo in presenza di a=+1, b=-1, c=-12, b, c concordi, e a discorde abbiamo una variazione prima e una permanenza dopo, quindi le soluzioni saranno di segno diverso e la positiva sarà maggiore, in modulo, della negativa.

Prova: 
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[image: image41.wmf]4

2

7

1

1

+

=

+

+

=

x

 e 
[image: image42.wmf].

3

2

7

1

2

-

=

-

+

=

x


d) x2+x-12: siamo in presenza di a=+1, b=+1, c=-12, a, b concordi, e c discorde abbiamo una permanenza prima e una variazione dopo, quindi le soluzioni saranno di segno diverso e la negativa sarà maggiore, in modulo, della positiva.

Prova: 
[image: image43.wmf],
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· Scomposizione di un trinomio di II grado

Data un trinomio del tipo ax2+bx+c, lo possiamo riscrivere, raccogliendo la a, come 
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(se eseguite il prodotto vedete che si ottiene il trinomio di partenza!). Se il ∆ dell’equazione associata ax2+bx+c=0 è non negativo, sostituiamo le relazioni 
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 dentro la parentesi tonda e si ha che:  
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da cui scomponendo con il raccoglimento parziale, (raccogliendo la x tra i primi due termini e x2 tra gli ultimi due, e poi mettendo in evidenza(x-x1)) abbiamo che: 
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 in definitiva abbiamo scomposto il trinomio iniziale in 
[image: image51.wmf]).
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Se  ∆=0 le soluzioni sono uguali, il trinomio si scompone in 
[image: image52.wmf].
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Se ∆<0, le soluzioni non esistono, il trinomio è irriducibile.

Con questa regola possiamo scomporre un trinomio qualunque, (anche quelli che con il solo utilizzo dei prodotti notevoli non avremmo potuto risolvere) e, inoltre possiamo anche sapere, analizzando il valore del ∆, se si può scomporre. 

ESEMPI
Scomporre il seguente trinomio:
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Calcoliamo 
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, visto che il ∆>0 ci sono due soluzioni reali e distinte 
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 quindi il trinomio si scompone 
[image: image58.wmf]).
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Scomporre il seguente trinomio:
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Calcoliamo 
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, poiché il ∆/4<0 non ci sono soluzioni reali, quindi il trinomio è irriducibile.
Scomporre il seguente trinomio:
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Calcoliamo 
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, visto che il ∆=0 ci sono due soluzioni reali e coincidenti 
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quindi il trinomio si scompone 
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