EQUAZIONI IRRAZIONALI
L’equazioni irrazionali sono delle equazioni in cui compaiono uno o più radicali che contengono l’incognita. Vediamo qualche esempio di equazioni irrazionali:
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 equazione irrazionale dove l’incognita è solo nel radicale quadratico
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 equazione irrazionale dove l’incognita è sia nel radicale sia fuori.
Alcune considerazioni
Prima di passare ad esaminare il metodo di risoluzione delle equazioni irrazionali, vorrei fare alcune considerazioni:

-queste equazioni non sono difficili, ma sono un po’ insidiose, perchè bisogna, prima di risolverle, trovare le condizioni di esistenza dei radicali e delle equazioni in genere, e alla fine verificare se le soluzioni sono accettabili. 
- ci sono vari tipi di queste equazioni!
- il metodo di risoluzione consiste, praticamente, nell’isolare il radicale, e cercare di toglierlo con opportuni elevamenti di grado. Bisogna, in parole spicciole, di liberarsi, del radicale.
- infine bisogna tenere presente che (armatevi di pazienza!):

data un’equazione del tipo A(x)=B(x), se eleviamo entrambi i membri al quadrato, otteniamo [A(x)]2=[B(x)]2 che possiamo riscrivere [A(x)]2-[B(x)]2=0; scomponendo quest’ultima equazione, applicando il prodotto notevole differenza di due quadrati, in [A(x)-B(x)][ A(x)+B(x)]=0 si hanno due equazioni [A(x)-B(x)]=0 da cui A(x)=B(x) che è l’equazione di partenza, e [ A(x)+B(x)]=0 che porta all’equazione A(x)=-B(x). Quindi, dopo l’elevamento al quadrato, l’equazione [A(x)]2-[B(x)]2=0 è verificata sia dai valori dell’incognita che soddisfano l’equazione iniziale A(x)=B(x), ma anche dai valori dell’incognita che soddisfano l’equazione A(x)=-B(x).
E come se, elevando al quadrato, acquistassimo un valore in più che non verifica però l’equazione iniziale e che per questo motivo dobbiamo togliere!

(Numericamente se eleviamo 2 al quadrato otteniamo (2)2=4, ma 4 è anche il quadrato di -2,  4=  (-2)2, cioè elevando 2 al quadrato otteniamo anche il quadrato di -2.)
Per scartare il valore superfluo si sostituiscono i valori trovati nell’equazione di partenza  e si vede quale la verifica (si fa la cosiddetta prova!)

Non ci sono problemi se l’elevamento è al cubo, perché data un’equazione del tipo A(x)=B(x), se eleviamo entrambi i membri al cubo, otteniamo [A(x)]3=[B(x)]3 che possiamo riscrivere [A(x)]3-[B(x)]3=0; scomponendo questa equazione, applicando il prodotto notevole differenza di due cubi, in [A(x)-B(x)][ A(x)2+A(x)B(x)+B(x)2]=0  si hanno due uguaglianze [A(x)-B(x)]=0 da cui A(x)=B(x)  che è l’equazione di partenza e [A(x)2+A(x)B(x)+B(x)2]=0 che non si annulla mai; quindi dopo l’elevamento al cubo, l’equazione  [A(x)]3-[B(x)]3=0 è verificata dagli stessi valori dell’incognita che soddisfano l’equazione iniziale A(x)=B(x). 
Non so fino a che punto abbiate capito, ma vediamo con degli esempi.
Spiegherò gli esempi che seguono, e cercherò in base alle varie tipologie di esercizi, di dare un metodo risolutivo generale.
ESEMPI
- Tipologia 1 -
Risolvere la seguente equazione 
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L’equazione contiene un solo radicale quadratico e l’incognita compare solo sotto il segno di radice 

Calcolare il C.E. del radicale: poiché il radicale è quadratico si pone radicando ≥0:  x+2≥0    x≥-2;

Isolare il radicale: si porta il radicale da una parte  e i numeri da un’altra:
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Eleviamo entrambi i membri al quadrato: 
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Risolvere l’equazione così ottenuta: x=16-2→x=14

In questo caso abbiamo un’unica soluzione che verifica il campo di esistenza ed è quindi accettabile.

In generale: se l’equazione contiene un solo radicale quadratico e l’incognita compare solo sotto la radice,  cioè è del tipo 
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 l’insieme delle soluzioni si determina esaminando il segno di k:
se k<0, l’equazione irrazionale è impossibile, perché un radicale quadratico, che è sempre positivo o nullo sotto le condizioni di realtà poste, non può essere mai un numero negativo;
se k=0 l’equazione verificata per i valori che annullano il radicando;
se k>0, si ripetono i seguenti passaggi: si calcola il C.E., si isola il radicale, si elevano entrambi i membri al quadrato, si risolvere l’equazione così ottenuta e si discute il risultato.
Altri esercizi svolti di questa tipologia: 

Risolvere la seguente equazione 
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Calcolare il C.E. del radicale:  4x2+2≥0    sempre verificata, 
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Isolare il radicale:
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Eleviamo entrambi i membri al quadrato: 
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Risolvere l’equazione: 4x2=7→
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 che sono entrambe accettabili, perché il C.E. è: 
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Risolvere la seguente equazione 
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Calcolare il C.E. del radicale:  x2-9≥0, che è verificata , 
[image: image16.wmf].
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Isolare il radicale:
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Poiché -4<0 l’equazione è impossibile.

- Tipologia 2 -
Risolvere la seguente equazione 
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Calcolare il C.E. del radicale: poiché il radicale è quadratico si pone 2x+5≥0 da cui x≥-5/2.

Isolare il radicale: si porta il radicale da una parte  e gli altri termini da un’altra: 
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Eleviamo entrambi i membri al quadrato: 
[image: image20.wmf]2

2

)

3

3

(

)

5

2

(

-

=

+

x

x

→
[image: image21.wmf]9

18

9

5

2

2

+

-

=

+

x

x

x


Risolvere l’equazione: 
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; essendo un’equazione di  II grado con il termine b pari, calcoliamo il ∆/4=100-36=64 e applichiamo la formula risolutiva ridotta 
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 da cui x1=18/9=2 e x2=2/9.

Le soluzioni sono due e dobbiamo vedere, in base alle considerazioni fatte prima, se dobbiamo scartarne qualcuna. 

Sostituiamo il valore 2 nell’equazione iniziale 
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, quindi 2 è accettabile. 

Sostituiamo il valore 2/9 nell’equazione iniziale
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impossibile; quindi 2/9 non accettabile.
Le soluzioni devono rendere positivo anche il secondo membro!

In generale se l’equazione irrazionale contiene un solo radicale quadratico contenente l’incognita e l’incognita compare anche fuori dalla radice, cioè del tipo 
[image: image28.wmf]),
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 si procede così: si calcola il C.E.; si isola il radicale, si elevano entrambi i membri al quadrato e si pone la condizione che B(x)≥0.
Inoltre, poiché la positività del radicando è assicurata dell’elevamento al quadrato, risolvere l’equazione è equivalente a risolvere il sistema 
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( cioè possiamo anche non calcolare il C.E.).
Altri esercizi di questa tipologia
Risolvere la seguente equazione 
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Isolare il radicale: si porta il radicale da una parte  e gli altri termini dall’altra: 
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Eleviamo entrambi i membri al quadrato: 
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Risolvere l’equazione: 
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 EMBED Equation.3  [image: image36.wmf]9
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Imponiamo che 3x-1≥0 (perché deve avere lo stesso segno del radicale), quindi x≥1/3, e si ha che entrambe le soluzioni sono accettabili perché entrambe verificano la condizione di essere >1/3.
Risolvere la seguente equazione 
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Isolare il radicale: già isolato

Eleviamo entrambi i membri al quadrato: 
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Risolvere l’equazione: 
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Imponiamo che x+2≥0 cioè quindi x≥-2, e si ha che la soluzione x=-5/4 è accettabile perché -5/4 >-2.

- Tipologia 3 -
Risolvere la seguente equazione 
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Calcolare il C.E. dei due radicali: 3x+1≥0 da cui x≥-1/3 e 2x+2≥0 x≥-1; poiché i due radicali devono esistere contemporaneamente, si considera l’intersezione dei due campi di esistenza e quindi x≥-1/3.

Isoliamo i due radicali mettendoli ad uno stesso membro: 
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Eleviamo al quadrato entrambi i membri:  
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. Contrariamente alle tipologie precedenti il radicale quadratico non va via, quindi dobbiamo di nuovo procedere come un’equazione irrazionale con un solo radicale:

Calcoliamo il C.E.: lo stesso di prima x≥-1/3;

Isolare il radicale: 
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Porre la condizione 1-5x≥0 da cui x≤1/5 (come nella tipologia n. 2).

Elevare al quadrato entrambi i membri: 
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Risolvere l’equazione 
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 EMBED Equation.3  [image: image51.wmf]7
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Poiché x≥-1/3 e x≤1/5, cioè -1/3≤x≤1/5, la soluzione 
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non è accettabile perché è >di 1/5, mentre la soluzione 
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è accettabile perché cade nell’intervallo 1/3≤x≤1/5.
In generale se l’equazione contiene due o più radicali quadratici e l’incognita compare solo sotto il segno di radice, dobbiamo: determinare il C.E. di tutti i radicali e considerare l’insieme intersezione delle soluzioni; spostare i termini in modo da isolare i radicali; elevare al quadrato una o più volte stando attenti a non aggiungere soluzioni;
Si procede così fino a quando non si ha un solo radicale quadratico e quindi si ritorna alle tipologie 1 o 2.

- Tipologia 4-
Risolvere la seguente equazione 
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Calcolare il C.E. dei due radicali: x+2≥0 da cui x≥-2 e x≥0, poiché i due radicali devono esistere contemporaneamente, si considera l’intersezione dei due campi di esistenza e quindi x≥0.
Moltiplichiamo entrambi i membri dell’equazione per 
[image: image55.wmf]2
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 e otteniamo: 
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, questa è un’equazione irrazionale con un solo radicale e si risolve come la tipologia 2.

Isoliamo il radicale:   
[image: image57.wmf];
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 da cui dividendo per 2 si ha: 
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Aggiungiamo la condizione 1-x≥0 e cioè x≤1; questa condizione va ad aggiungersi al C.E. iniziale x≥0; da cui abbiamo che 0≤x≤1.
Eleviamo al quadrato entrambi i membri: 
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Risolviamo l’equazione così ottenuta: 4x=1 che ha come soluzione x=1/4. La soluzione è accettabile perché soddisfa la condizione di esistenza, infatti 0≤1/4≤1.

In generale se l’equazione contiene due o più radicali quadratici e l’incognita compare anche fuori il segno di radice dobbiamo: determinare il C.E. di tutti i radicali e considerare l’insieme intersezione delle soluzioni; eseguire tutte le operazioni algebriche (tipo m.c.m, togliere i denominatori ecc.), spostare i termini in modo da mettere i radicali ad un membro, e i termini contenenti numeri e le incognite all’altro; elevare al quadrato una o più volte stando attenti a non aggiungere soluzioni, si procede così fino a quando non si ha un solo radicale quadratico e quindi si ritorna alle tipologie 1,2.
- Tipologia 5 -
Risolvere la seguente equazione: 
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Isoliamo il radicale: 
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Eleviamo entrambi i membri al cubo: 
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Risolviamo l’equazione: 
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, che è un’equazione cubica e si risolve con la regola di Ruffini (tra tutti i divisori di 6, 
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 quelli che rendono x3-4x2+x+6 uguale a zero sono -1,2, 3) Quindi le soluzioni sono x=-1, x=2, e x=3.

In generale se un’equazione contiene uno o più radicali cubici, dobbiamo cercare di semplificare l’equazione, isolare il radicale o (i radicali) ed elevare entrambi i termini al cubo.

Altro esercizio della stessa tipologia.
Risolvere la seguente equazione: 
[image: image65.wmf]3

3

2

5

3

+

=

+

x

x


Eleviamo entrambi i membri al cubo: 
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Risolvere l’equazione: 
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E per finire altri casi…

Che dobbiamo fare se gli indici delle radici contenenti le incognite sono diversi da 2 e da 3?

Se l’indice è pari, si procede come nei radicali quadratici; se l’indice è dispari si procede come nei radicali cubici.

Esempi 
- Risolvere la seguente equazione 
[image: image68.wmf]3

2

6

2

4

=

+

-

x

;  questa è equazione irrazionale con l’incognita solo sotto il segno di radice di indice pari quindi si procede come la tipologia 1:
Calcoliamo il  C.E.: 2-x≥0, da cui x≤2,

Isoliamo il radicale: 
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Eleviamo entrambi i membri alla quarta: 
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Risolviamo l’equazione così ottenuta: 2-x=6 che ha come soluzione x=-4, che è accettabile perché soddisfa il C.E.( infatti -4<2).

- Risolvere la seguente equazione 
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; equazione irrazionale di indice 5, quindi procediamo come le equazioni cubiche.

Isoliamo il radicale: già fatto

Eleviamo entrambi i membri alla quinta: 
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Risolviamo l’equazione così ottenuta: 
[image: image74.wmf].
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Cosa dobbiamo fare se ci sono più radicali contenenti l’incognita ma di indici diversi?

Dobbiamo trasformare le radici allo stesso indice, trovando il m.c.m. tra gli indici, e stando attenti ai campi di esistenza.

Esempi 

- Risolvere la seguente equazione:
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Calcoliamo il m.c.m. tra gli indici 3 e 5, che è 15, e riduciamo le radici allo stesso indice: 
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Eleviamo entrambi i membri alla quindicesima: 
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Risolviamo l’equazione così ottenuta: 
[image: image78.wmf]0
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; da cui 32x3=0 che porta a tre soluzioni coincidenti a x=0, e x2-2=0 che porta alle soluzioni 
[image: image79.wmf].
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- Risolvere la seguente equazione:
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Poiché l’indice del primo radicale è 6 pari, dobbiamo calcolare il C.E. di questo radicale, imponendo la condizione che il radicando sia non negativo e cioè 1-x≥0 da cui x≤1.

Separiamo i due radicali: 
[image: image81.wmf]3
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; e poiché il primo radicale è di indice pari, dobbiamo aggiungere (come nelle equazioni della tipologia n. 2) la condizione B(x)≥0 e cioè 
[image: image82.wmf]0
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; considerando che un radicale cubico è non negativo se il radicando è non negativo, si ha che 
[image: image83.wmf]0
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quando 3x-1≥0 quindi x≥1/3.
Da qui, incastrando le condizioni x≤1 e x≥1/3, si ha che il C.E. di tutto l’esercizio è 1/3≤x≤1.

Riduciamo le radici allo stesso indice che 6: 
[image: image84.wmf]6
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Eleviamo entrambi i membri alla sesta: 
[image: image85.wmf](
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Risolviamo l’equazione così ottenuta: 
[image: image86.wmf]0
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, ∆=9+72=81 
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da cui 
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, che è accettabile, perché compresa nel C.E., e 
[image: image89.wmf]3
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, che si scarta perché -1/3 < di 1/3 e quindi non appartiene al C.E.
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