Esercizi svolti sulla scomposizione di polinomi
Scomporre un polinomio significa riscriverlo nel PRODOTTO di due o più polinomi di grado inferiore

Raccoglimento a fattor comune
Il raccoglimento a fattor comune consiste nel mettere in evidenza, (raccogliere, “tirare fuori”) i fattori comuni a tutti i termini del polinomio.
Tenere a mente il seguente schema

AB+AC=A(B+C) dove A, B; C possono essere sia monomi sia polinomi

Esempi
1) 2xy+6x=

(raccolgo 2x e divido tutti i monomi (pezzi!) del polinomio iniziale per 2x) 2x(2xy/2x+6x/2x)=2x(y+3)

2) 3x(a+b)2+4y(a+b)3=(a+b)2è[3x+4y(a+b)]  
raccolgo il fattore comune è (a+b)2
3) 6xy2-6z=6(xy2-z) 
raccolgo solo 6

4)  4xy3-2xy2+8x2y4 =2xy2(2y-1+4xy2)

Raccoglimento  parziale
Tenere a mente il seguente schema

AB+AC+DB+DC=A(B+C)+D(B+C)=(A+D)(B+C)

Nel raccoglimento parziale si ripete il procedimento del raccoglimento a fattor comune a gruppi di termini del polinomio (non su tutti ma due a due a tre a tre ecc. dipende dall’esercizio!); in tal modo il polinomio è riscritto come somma di due o più pezzi aventi una parte in comune, la quale nel passaggio successivo, viene anch’essa raccolta a fattor comune.
Se non esce il pezzo in comune, significa che si sono scelti i gruppi sbagliati e che, quindi, bisogna raccogliere in modo diverso.!!

Esempi

1) 3ax+3bx+ay+by=
 raccolgo 3x dal I e dal II termine e y dal III e dal IV termine
3x(a+b)+y(a+b) = 
raccolgo la parte in comune (a+b)  e si ha

 (a+b)(3x+y)

Si poteva anche raccogliere la a dal I e dal III termine e la b dal II e dal IV termine ottenendo (3x+y) in comune; la scomposizione finale deve essere la stessa
3ax+3bx+ay+by=a(3x+y)+b(3x+y)=(3x+y)(a+b)

2)  (x-y)2+3x-3y+ax-ay=   
raccolgo il 3 dal III e dal IV termine e raccolgo la a dal V e dal VI termine 
(x-y)2+3(x-y)+a(x-y)=
raccolgo (x-y) 
(x-y)[x-y+3+a]

3) a2+ab-b-a=  

raccolgo la a dal I a dal II termine e raccolgo -1 dal III e dal IV

a(a+b)-(a+b)=


raccolgo (a+b)
(a-1)(a+b)
Esempio di raccoglimento a fattor comune + raccoglimento parziale
axy+2ax+ay+2a=

raccolgo la a in tutti i termini

a(xy+2x+y+2)=

raccolgo la y dal I e III termine e raccolgo il 2 dal II e dal IV termine

a [y(x+1) +2(x+1)]=  

raccolgo (x+1) 

a(x+1)(y+2)

Scomposizione mediante le regole dei prodotti notevoli

Questo tipo di scomposizione consiste nel riconoscere quando un polinomio ( o parte di esso) è lo sviluppo di un prodotto notevole. (In poche parole si fa l’inverso di quanto si fa nel calcolo dei prodotti notevoli)
Tenere a mente le seguenti formule che sono le più ricorrenti
Quadrato di un binomio 

A2+2AB+B2 =(A+B)2



A2-2AB+B2= (A-B)2 

Differenza di due quadrati 

A2-B2= (A-B)(A+B)  (detta anche somma per differenza)
Cubo di un binomio


A3+3A2B+3AB2+B3= (A+B)3 

A3-3A2B+3AB2-B3= (A-B)3 

Somma di due cubi


A3+B3= (A+B) (A2-AB+B2) 

Differenza di due cubi

A3-B3= (A-B) (A2+AB+B2) 

Quadrato di un trinomio

A2+B2+C2+2AB+2AC+2BC =(A+B+C)2


Esempi

1) 25x2-10xy+y2: Osservo che il polinomio ha tre termini quindi può essere solo un quadrato di un binomio 
Mi domando se ha due termini che sono dei quadrati 

Si! I termini sono 25x2, che è il quadrato di 5x, e y2 che è il quadrato di y

Quindi confronto il doppio prodotto di 5x e y (cioè 2∙5x∙y per stabilire il segno dei due termini e per vedere se effettivamente corrisponde a -10xy : -10 xy è negativo quindi  il binomio sarà 5x-y

Quindi 25x2-10xy+y2  = (5x-y) 2
2) 36y2-25x2: Osservo che il polinomio ha due termini che sono due quadrati (rispettivamente di 6y e 5x) quindi lo scompongo in  somma per  differenza (delle basi dei quadrati!) ossia

(6y+5x)(6y-5x)

Attenzione ai segni!!!

Infatti consideriamo il polinomio: –x2-y2 anche se i due termini sono  i quadrati di x e y non si scompone, perché –x2-y2 lo possiamo scrivere come  -(x2+y2) ossia dentro la parentesi c’è la somma e non la differenza di due quadrati
  -9x2+y2 in questo caso la y2 è il primo termine da usare nella formula A2-B2= (A-B)(A+B)  quindi si ha      -9x2+y2 =(y+3x)(y-3x)

3) 27x6+54x4y+36x2y2+8y3: osservo che il polinomio ha quattro termini quindi può essere un cubo di un binomio. Mi domando se ci sono i due termini che sono dei cubi
Si! I termini sono 27x6, che è il cubo di 3x2, e 8y3 che è il cubo di 2y, quindi calcolo 

il triplo prodotto del quadrato di 3x2 per 2y: si ha 3(3x2)2(2y)=54x4y
e il triplo prodotto di 3x2 per il quadrato di 2y. si ha 3(3x2)(2y)2=36x2y2
alla fine confronto i tripli prodotti appena calcolati con gli altri termini del polinomio iniziale (che non sono i cubi) per decidere i segni e per vedere se effettivamente coincidono; in questo caso essendo tutti positivi si ha che il polinomio è il cubo di (3x2+2y)
ossia 27x6+54x4y+36x2y2+8y3=(3x2+2y)3

4) 27a3-8b6: il polinomio avendo due termini che sono rispettivamente i cubi di 3a e 2b2 si scompone nella differenza di due cubi 

27a3-8b6=(3a-2b)(9a2+6ab2+4b4)

5) 27a3+8b6 : il polinomio avendo due termini che sono rispettivamente i cubi di 3a e 2b2 si scompone nella somma di due cubi

27a3+8b6=(3a+2b)(9a2-6ab2+4b4)

6) x8+y4+4z2+2x4y2-4x4z-4y2z:  Osservo che il polinomio ha sei termini, quindi potrebbe essere un quadrato di un trinomio; mi chiedo se  ci sono  tre termini che sono tre quadrati
Si! Infatti x8=(x4)2  y4 = (y2)2 e 4z2=(2z)2
Quindi come si è fatto per il quadrato di un binomio, confronto i doppi prodotti delle basi ossia x4, y2, 2z  per decidere i segni e per vedere se coincidono con i restanti termini del polinomio iniziale

2(x4)( y2) = 2x4y2  OK ! ma
2(x4)(2z)= 4x4z, 
2(y2)(2z) = 4y2z, non sono negativi come quelli del polinomio iniziale ( -4x4z ; -4y2z ) quindi  metto il segno – davanti a 2z
Alla fine si ha x8+y4+4z2+2x4y2-4x4z-4y2z  = (x4+ y2-2z)2
Formula del Trinomio notevole
Un trinomio del tipo x2+(A+B)x+A∙B, ossia un polinomio con tre termini, di II grado rispetto ad una variabile, dove il coefficiente del termine di II grado è 1, il coefficiente di I grado è la SOMMA di due numeri il cui PRODOTTO è proprio il termine noto, si scompone nel seguente modo:
x2+(A+B)x+A∙B=(x+A)(x+B)

Esempi
1) x2+5x+6:  devo trovare due numeri che sommati danno 5 e moltiplicati danno 6;
 6 si può pensare come il prodotto di 1∙6; -1∙-6; 2∙3; -2∙-3 di queste 4 coppie solo la coppia 2 e 3 danno per somma 5 quindi il polinomio si scompone 

x2+5x+6=(x+2)(x+3)

2) y2-12y-13: devo trovare due numeri che sommati danno -12 e moltiplicati danno -13;
-13 si può pensare come il prodotto di 1∙-13; -1∙13; di queste 2 coppie solo la coppia +1 e -13 danno per somma -12 quindi il polinomio si scompone 

y2-12y-13=(x+1)(x-13)

Scomposizione mediante la regola di Ruffini
Ricordando che: un polinomio P(x) è  divisibile per il binomio (x-a) se si annulla (assume valore zero) quando alla x si sostituisce il valore a, possiamo mediante la regola di Ruffini scomporre un polinomio in fattori di cui almeno uno è di  I grado ossia del tipo x-a
Per prima cosa troviamo tutti i divisori (p)  del termine noto; poi troviamo tutti i divisori (q) del coefficiente del termine di grado massimo e infine calcoliamo i valori del polinomio quando alla x si danno i valori p/q cioè P(p/q).
Eseguiamo la regola di Ruffini con il valore p/q che annulla il polimonio (cioè  P(p/q)=0)
Esempio
1) 2x3-5x2+x+2: Consideriamo i divisori (p) del termine noto 2 cioè +1,-1. +2,-2 

consideriamo tutti i divisori (q) del coefficiente del termine di grado massimo rispetto a x  in questo caso di x3 ossia 2 (se il polinomio è ordinato si guarda il coefficiente del primo termine) e cioè +1, -1, +2, -2. 

Prendiamo tutte  le frazioni del tipo p/q: +1,-1,+2,-2,+1/2, -1/2, (in realtà le frazioni sono 16 ma alcune coincidono) e vedo quali di queste frazioni sostituite alla x annullano l’equazione.
[image: image1.wmf]
Sostituendo -1  al posto della x si ha  2(-1)3-5(-1)2+(-1)+2= -2-5-1+2≠0 

Mettendo 1 al posto della x si ha  2(1)3-5(1)2+1+2= 2-5+1+2=0
	
	2
	-5
	1
	2

	1
	
	2
	-3
	-2

	
	2
	-3
	-2
	0


Quindi si applica la regola di Ruffini con il valore 1 e si ha il seguente quadro
Quindi il polinomio 2x3-5x2+x+2  si scompone in (x-1)(2x2-3x-2); rimane da scomporre ancora il trinomio 2x2-3x-2. 

Usiamo, di nuovo,  Ruffini:
consideriamo i divisori (p) del termine noto 2 cioè +1,-1. +2,-2 consideriamo tutti i divisori (q) del coefficiente di x2 ossia 2 cioè +1, -1, +2, -2. Prendiamo tutte  le frazioni del tipo p/q: +1,-1,+2,-2,+1/2, -1/2 e vedo che 2x2-3x-2 si annulla per x=2 infatti 2(2)2-3(2)-2=8-6-2=0
Possiamo continuare il quadro di prima con il valore 2 e si ha 
	
	2
	-5
	1
	2

	1
	
	2
	-3
	-2

	
	2
	-3
	-2
	0

	2
	
	4
	2
	

	
	2
	1
	0
	


2x2-3x-2=(x-2)(2x+1)
Alla fine il polinomio si scompone in 2x3-5x2+x+2 = (x-1)(2x2-3x-2)= (x-1)(x-2)(2x+1).

3) x3-x-6: le eventuali zeri del polinomio sono da ricercare tra tutti i divisori del termine noto poiché il coefficiente di x3 è 1 e cioè tra i numeri +1; -1; +2; -2; +3; -3; +6; -6
P(1)= 13-1-6=1-1-6=-6 ≠0  
P(-1)=(-1)3-(-1)-6=-1+1-6=-6 ≠0
P(-2)=(-2)3-(-2)-6=-8+2-6=-12 ≠0
P(2)=(2)3-2-6=0

P(3)=(3)3-3-6=27-3-6=18 ≠0 
P(-3)=(-3)3+3-6=-30 ≠0
P(6)=(6)3-6-6=204 ≠0 
P(-6)=-216 ≠0
L’unico valore che annulla il polinomio è 2 quindi facciamo il quadro di Ruffini con 2
	
	1
	0
	-1
	-6

	2
	
	2
	4
	+6

	
	1
	2
	3
	0


Alla fine il polinomio si scompone in x3-x-6=(x-2)(x2+2x+3).
Esercizi con tecniche miste

1)  5xy2-20x5= 

raccoglimento a fattor comune

5x(y2-4x4)=


prodotto notevole somma per differenza

5x(y-2x2)(y+2x2)

2) a2x2-b2x2-2xya2+2xyb2=
raccoglimento comune (x su tutti i termini)

x(a2x-b2x-2ya2+2yb2)=
raccoglimento parziale x al I e II termine  -2y al III e al IV termine

x[x(a2-b2)-2y(a2-b2)]= 
raccoglimento a fattor comune (a2-b2)
x[(a2-b2)(x-2y)]=

prodotto notevole differenza di due quadrati (a2-b2)

x(x-2y)(a+b)(a-b)
3) 8a3+b3- 4a2+2ab-b2=


scomporre la somma di due cubi ai primi due termini

(2a+b)(4a2-2ab+b2)- 4a2+2ab-b2=

mettere in evidenza -1 agli ultimi 3 termini

(2a+b)(4a2-2ab+b2)- (4a2-2ab+b2)=

raccogliere (4a2-2ab+b2) 
(4a2-2ab+b2)(2a+b-1)

4) 9xa2-18xab+9xb2=


raccogliere 9x

9x(a2-2ab+b2)=


prodotto notevole quadrato di un binomio

9x(a-b)2
5) 6ax2-5ax+a=

raccogliere la a

a(6x2-5x+1)=


scomporre con Ruffini.  

Divisori di 1=  +1; -1 divisori di 6 = +1; -1; -2; -2; +3; -3; +6; -6   Si hanno i seguenti numeri +1; -1; +1/2; -1/2; 1/3; -1/3; -1/6; +1/6. calcolare 

P( 1) = 6(1)2-5(1)+1=6-5+1= 2≠0  
P(-1)=  6(-1)2-5(-1)+1=6+5+1= 12≠0  

P( 1/2)=6(1/2)2-5(1/2)+1= 6(1/4)-5/2+1=6(1/4)-5/2+2/2=3/2-5/2+2/2=0*

*(semplificare 6 e 4 per 2 e si ottiene 3/2 calcolare il m.c.m. che 2 quindi 1=2/2)  
Quindi eseguire il quadro di Ruffini con il valore 1/2 

	
	6
	-5
	1

	1/2
	
	6(1/2)=3
	-2(1/2)=-1

	
	6
	-2
	0


Quindi il polinomio si scompone in 
a(6x2-5x+1)=a(x-1/2)(6x-2)


raccogliere il 2 nella seconda parentesi
2a(x-1/2)(3x-1)

6) x5-17x3+16x=

raccogliere la x

x(x4-17x2+16)=

trinomio notevole (numeri il cui prodotto sia +16 e la somma -17)

x(x2-1)(x2-16)=

differenza di due quadrati 

x(x+1)(x-1)(x-4)(x+4)

Provare ad eseguire i seguenti esercizi

a) 6xy2-24x5
b) 2a2x2-2b2x2-2xya2+2xyb2
c) 8a3-b3- 4a2-2ab-b2

d) 2ax2-10ax+12a
e) x5-10x3+9x
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