Equazioni di grado superiore al secondo
1. Equazioni risolubili per scomposizione

Ci sono delle equazioni di grado superiore al secondo (di grado 3, 4, 5 ecc.) che si possono risolvere riconducendole ad equazioni di grado inferiore (ossia in equazioni di  I  e di  II grado). Come fare?

Si scompone prima l’equazione ( ovviamente ridotta in forma normale) in fattori  di grado inferiore applicando tutti i metodi di scomposizione usati per i polinomi  (cioè raccoglimento totale, raccoglimento parziale, regole sui prodotti notevoli, regola di Ruffini, ecc.) e si applica dopo la legge di annullamento del prodotto (cioè si pone ogni singolo fattore = 0 e si risolve tale equazione)
 Esempi

1)       x3-5x2+6x=0 

si raccoglie la x si ha x(x2-5x+6)=0 

per la legge di annullamento del prodotto si pongono  x=0 e x2-5x+6 =0 da cui una soluzione è 0 le altre si ricavano dall’equazione di II grado x2-5x+6=0  con la formula risolutiva 
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da cui x1=3 e x2=2.
Le soluzioni sono quindi tre 0, 3, 2 .

2) 3x6-243x2=0

Si raccoglie 3x2 e si ha 3x2(x4-81)=0

Scomponendo x4-81in (x2-9)(x2+9)( differenza di due quadrati in somma per differenza)  si ha  3x2(x2-9)(x2+9)=0 

Scomponiamo (x2-9) in (x+3)(x-3) (differenza di due quadrati in somma per differenza) alla fine si ha 3x2(x-3)(x+3)(x2+9)=0    ATT.:x2+9 non si scompone!!
Per la legge di annullamento del prodotto si risolvono le seguenti equazioni:

3x2=0 da cui si hanno due soluzioni (coincidenti ) uguali a  0

(x-3) = 0 da cui x=3

(x+3) = 0  da cui x = -3  

(x2+9)=0   impossibile (x2=-9 impossibile perché un il quadrato di un numero non è  negativo.)

Le soluzioni sono 0 (contato due volte) 3 ,-3 (in totale sono quattro).

Attenzione un’equazione di grado n ha al massimo n soluzioni; cioè non è che ha sempre n soluzioni; può averne in numero inferiore a n, ma sicuramente non in numero superione!!
3) 2x3-5x2+x+2=0

Abbassiamo il grado mediante la regola di Ruffini 

Consideriamo i divisori (p) del termine noto 2 cioè +1,-1. +2,-2 

consideriamo tutti i divisori (q) del coefficiente del termine di grado massimo rispetto a x  in questo caso di x3 ossia 2 (se il polinomio è ordinato si guarda il coefficiente del primo termine) e cioè +1, -1, +2, -2. 
Prendiamo tutte  le frazioni del tipo p/q +1,-1,+2,-2,+1/2, -1/2, (in realtà le frazioni sono 16 ma alcune coincidono) e vedo quali di queste frazioni sostituite alla x annullano l’equazione.
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Sostituendo -1  al posto della x si ha  2(-1)3-5(-1)2+(-1)+2= -2-5-1+2≠0 

Mettendo 1 al posto della x si ha  2(1)3-5(1)2+1+2= 2-5+1+2
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Quindi si applica la regola di Ruffini con il valore 1
Quindi il polinomio 2x3-5x2+x+2  si scompone in (x-1)(2x2-3x-2) da cui

x-1=0 che porta alla soluzione x=1

2x2-3x-2=0 che si risolve come un’equazione di II grado completa
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 quindi x1=8/4=2 e x2=-2/4=-1/2.
2. Equazioni binomie
Le equazioni si dicono binomie se si presentano sotto forma del tipo 

axn+b=0 con n numero inero e a e b diversi da 0.

(se n=1 l’equazione è di I grado;  se n=2 l’equazione è di II grado)

Si risolvono ricavando  xn  ossia xn= -b/a ed estraendo, quando è possibile, la radice ennesima di –b/a

Esempi
32x4 -2=0 da cui x4=2/32   x4=1/16 
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x6 +32=0  da cui x6= -32 impossibile
2x3-54=0     da cui  x3 = 54/2 =27   
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x3+8=0     da cui  x3 = -8 =0   
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In definitiva basta tenere presente la seguente tabella 

	Caso 
	Valore di –b/a
	Soluzioni

	n pari
	-b/a>0
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	-b/a<0
	impossibile

	
	
	

	n dispari
	-b/a>0
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	-b/a<0 
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3. Equazioni trinomie
Un’equazione, ridotta in forma normale si dice trinomia quando è del tipo 

♥
ax2n+bxn+c=0 

(c’è un termine noto c e due termini in x uno con una potenza doppia dell’altra!!)
se n=1 abbiamo un’equazione di II grado

se n=2 l’equazione si chiama BIQUADRATICA 
Il metodo di risoluzione consiste nel trasformare l’equazione l’equazione ♥

in una di II grado. 
Come?

Si pone y=xn e y2=x2n e si ottiene ay2+by+c=0 che si risolve con la formula risolutiva*.

Infine ricordiamoci che i valori di y (y1 y2 al massimo) non sono le soluzioni di  ♥, ma sono xn per cui dobbiamo risolvere altre due equazioni binomie del tipo xn=y1 e xn=y2 
*(se il Δ<0 l’equazione è impossibile, quindi anche ♥ è imposibile!)
Esempio 
1) x4-7x2+12=0 poniamo y=x2 e si ha y2-7y+12=0 da cui
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   y1=8/2=4  e y2=6/2=3
da cui  x2=4 
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  x2=3
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2) x8+3x4-10=0 poniamo y=x4 e si ha y2+3y-10=0 da cui
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   y1=-10/2=-5  e y2=4/2=2

da cui  x4=-5 
che è impossibile
 ed       x4=2
che ha due soluzioni
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3) x6-x3-12=0 poniamo y=x3 e si ha y2-y-12=0 da cui
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   y1=8/2=4  e y2=-6/2=-3

da cui  x3=4 
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4)  
x4+5x2+6=0 poniamo y=x2 e si ha y2+5y+6=0 da cui
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   y1=-6/2=-3 e y2=-4/2=-2

da cui  x2=-3 
impossibile


  x2=-2
impossibile


4. Equazioni reciproche
Un’equazione si dice reciproca quando 

- i coefficienti dei termini estremi e quelli equidistanti dagli estremi sono numeri uguali (reciproche di I specie) es. 3x3+5x2+5x+3=0
- i coefficienti dei termini estremi e quelli dei termini equidistanti dagli estremi sono numeri opposti (reciproche di II specie) es. 3x3+5x2-5x-3=0
Perché si chiama reciproca?

Perché se ha come soluzione  numero α ha come soluzione anche il reciproco di α   cioè 1/ α.

Le equazioni reciproche di I specie di 3° e 5° grado  sono del tipo
ax3+bx2+bx+a=0
ax5+bx4+cx3+cx2+bx+a=0

ed hanno come soluzione x=-1
Infatti sostituendo -1 alla x nelle due equazioni si ha 

a(-1)3+b(-1)2+b(-1)x+a=-a+b-b+a=0 
a(-1)5+b(-1)4+c(-1)3+c(-1)2+b(-1)+a=-a+b-c+c-b+a=0

quindi per il teorema di Ruffini -1 è una soluzione di entrambe le equazioni. 
Analogamente

Le equazioni reciproche di II specie di 3° e 5° grado  sono del tipo
ax3+bx2-bx-a=0
ax5+bx4+cx3-cx2-bx-a=0

ed hanno come soluzione x=1.

Per risolvere queste equazioni bisogna scomporre il polinomio in prodotti di fattori di grado inferiore utilizzando  la regola di Ruffini oppure altri metodi.

Esempio: 
in un’equazione ax3+bx2+bx+a=0 si può scomporre il polinomio al primo membro nei seguenti  modi:

I) si raccoglie la a nel primo e nel quarto termine e si raccoglie bx nel secondo e nel terzo termine; quindi si scompone la somma di due cubi; si raccoglie infine il fattore (x+1)
ax3+bx2+bx+a = a(x3+1)+bx(x+1) = a(x+1)(x2-x+1)+bx(x+1) = (x+1)(ax2-ax+a+bx)= (x+1)[ax2+x(b-a)+a]

a questo  punto si  risolvono  le due equazioni (x+1)=0

    ax2-x(a-b)+a=0
oppure 
II)si scompone con Ruffini iniziando il quadro con il valore -1 ottenendo la stessa scomposizione (x+1)(ax2+x(b-a)+a)=0
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Esempi 
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3x3+13x2+13x+3=0  equazione reciproca di terzo grado di I specie ammette come soluzione x=-1

Scomponendo con Ruffini 
si ha (x+1) (3x2+10x+3)=0

da cui  x+1=0 x=-1

3x2+10x+3=0 da cui 
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 quindi x1=-18/6=-3 
x2=-2/6=-1/3 che sono reciproche. 
Le equazioni reciproche di II specie di 4° grado  sono del tipo
ax4+bx3-bx-a=0

ed hanno come soluzione x=+1 e x=-1

Infatti sostituendo sia  1 che -1 alla x nella equazione si ha 

a(1)4+b(1)3-b(1)-a=a+b-b-a=0

a(-1)4+b(-1)3-b(-1)-a=a-b+b-a=0

quindi per il teorema di Ruffini sia 1 che -1 sono soluzioni delle equazioni. Per risolvere queste equazioni bisogna scomporre il polinomio in prodotti di fattori di grado inferiore utilizzando  la regola di Ruffini oppure altri metodi.

Esempio ax4+bx3-bx-a=a(x4-1)-bx(x2-1)=a(x2-1)(x2+1)-bx(x2-1)=(x2-1)(ax2+a-bx)

quindi si hanno le due equazioni (x2-1)=0 da cui x=-1 e x=1
(ax2-bx+a)=0 che è di II grado
Le equazioni reciproche di I specie di 4° grado  sono del tipo
ax4+bx3+cx2 +bx+a=0
Si risolvono con un procedimento un po’ particolare

Si dividono tutti i membri per x2 e si ha

ax2+bx+c+b/x+a/x2=0
di seguito si scompone il primo membro mediante raccoglimenti parziali a(x2+1/x2)+b(x+1/x)+c=0

Si pone x+1/x=y e x2+1/x2=y2-2
e l’equazione si trasforma in una equazione di II grado a(y2-2)+by+c=0 da cui
ay2+by+c-2a=0

Esempi 
1) 3x4-10x3+10x-3=0  
3(x2-1)(x2+1)-10x(x2-1)=0

(x2-1)(3x2+3-10x) =0

 x2-1=0 da cui x=-1 e x=1 

3x2-10x+3=0  
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 da cui x1=18/6=3 
x2=2/6=1/3 che sono reciproche. 
2) 2x4-9x3+14x2 -9x+2=0
Si dividono tutti i membri per x2 e si ha

2x2-9x+14-9/x+2/x2=0
2(x2+1/x2)-9(x+1/x)+14=0

Si pone x+1/x=y e x2+1/x2=y2-2
 2(y2-2)-9y+14=0 da cui

2y2-9y+10=0 
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 da cui y1=2 e y2=10/4=5/2

x+1/x=2 da cui  x2-2x+1=0 che ha due soluzioni coincidenti x1=x2=1

x+1/x=5/2 da cui 2x2-5x+2=0 
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 x1=8/4=2

x2=2/4=1/2.
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Appunti di Matematica sulle equazioni di grado superiore al II  

Pr.ssa Rita Laudazi
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